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--------
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a 

6!.) y e. 1.; 4 .)::> ..:.. .... I.) ..::.. ........ jl l.SG. .... ,~~ ..::.., .... [:;.. \ ·t' Js=.:. 

47.-F ~~'-.; ~ ·~· 
_,.j:;.ll ~ T '-~: ' ..l5' '-:" l>.:; I I ) ~.) l.o.:. J! IS % ~ll <!.I~ .)~ :;, l.i. ..l:U; c.s;,) l.,a; (.$ .r..i<:A 4~i l;::-
• .J...:.t, ~\.:J:a\> ~ ~\;s,A .J.ii_,;C,S .. o\j::. _,..,":"-" 0~~ .)....,L;.,. ,)I..W ·~~ C..SA ~ ~~LJ 

:jl ..:_...,I ~)~:"" C..Si:;,l..aJ _r.!<=A 0!1 J~f ~ (i '~J"j '-:"-> .)! 

it..; !.SI.)14; 

p(a)=P(X=a) (\¥·\') 

, .;., l' t...:> I t..r~A . ..::,. .... 1 J _,; .; ; t.....:. J: ti ~"" _, .. ~ ..~ ..... t.;.,. j I u>.... a .~ 
c.s:"! ,..:.. .... I 4 l; J. 1..1! ..,. .r:':"A 0~ I ~ l;.,. 
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~ p(a) (\~·Y) 
a=-o:> 
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X 
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p(~) = o;f, 

p( Y) = o.)\, 
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..;..:, ~.}ii \~ 
,) 
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.::.;I.J.i ::>F.J JJlAi 151"-.A~i::. A J !.SI~i:;, V 

(X= x) ~"-! c.s;::. l....zi ? '-:"-> .1! ,j I_,; c.s• :r.J IJ ..!.A l.!.:u" '.,~5:...::. J .J.b .) I 
.::...~~~l:: (X<x) ~ 
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F(x) =P(X<.x) ('I.Y) 

(.$1;1:;, X J::.l....zi ,r.}=A c::.~.)_,; e-li 4.~ ::...~~~.S.r.f~~ iJIJic,sA ,._;p.~~ ~II,)"'L...Ir. 
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lim E(x)=o, lim E(x)=\ 
z--Jo-oo x____,.+oo 

(\\·Y) 

,..:.-.I ;l},r. o;I_,...Jt> a<b J.::.LA.. t..Jb 151jl.t! f.j llz;IJ ·~ 

P(a<.x <.b) =F(b)- F(a} 

'.J..:.l; Cb4:.. t:- .) _,; C! li x .J.:i l.. !.S l<ll:aAi ; :;, ~ l:::- • :;, 
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J 
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p( \) = p, p( 0) = \ - p (' v.Y) 
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p(X)=p(\-p)x-, , X=o, \, Y, ... (1\·Y) 

.}1 . ..:.. .. I A. .J: .. I;~ ~ 0Y"'J: toj..J; c.SI.;I;, x '..S;,:,La; .J~:.. .~.,....,..9-1. ~).ji 

p(x)=e-x("AY 
xl 

,x=o,\,Y,Y", ... (yo.'!') 

..!...~ iY" J..ai J,) J~.a.ii-t-1 0T ~A.;;,,....;.:..,. ~!.).12; .J,) 0..J .. I.J: C:.!j.J; ...:....~P>I c..L;"-! 

.,)~~..l>I..J,:. 

~M. (,$i~l.d ~ ·Y 
I; ( 4::.., ~) J-) \.....,::. _J~ \i r,:i:. ~ ~· <!.!! .J-~,) lA.. t.."' J._,.,.,~ u;,) t.,.:z; c.S .;-~ .. ~ l~ 
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t:-j..J; r:::.~ t; ~ ~ ... ..J=! (.5;,) l.,.:~; ~ .... .;"' • ..;... ... 1 -t: .... .J~~ (.5;,) l..ai .r-A= .. ..!l! 'j ..J ...... .....:.:.""' r-=--="' 
u;,)t...a; c.Sl-AI.r-.;.:.. ,).Jy .J,) Jl,.:,...l r:::.1 li 4 -t-!lA .. J,) .,)Yu .. ~;...,:... F(x) ~! '0T 

• ,)Yu .. ~j'; .J!j [_~4.1 -t:... ..J~ 1,,i.) l..ai c.SlA .Jd':.. ,)J..J .. J,) ~~ ~ li ,4.:_g 

d /(x)=-F(x) 
da 

(YI·Y) 

~b~r; .)I 0T ~~ ~li "-:"-"" J-'4:...~ ui,)l..ar .;~ ~ t:-j..J; r:::.~L.; ,')(1 li:.. 

. *T ~ ...:... .... ,)~ j..) 

..;... ~}ii 'y 

0 x<o 

o;'l' o<;x<\ 

oJY" \<x<Y 

F(x) == i oJ~ y <;x<'f 
o.)y ~<x<o 

o;O, o<x<r 

\ r<:x 

~.)Y. iP 4 ';~,) ._:,;. jl ..:,... ... 1 o~ o.)b 0\.!.i Y·'l' §...:.;.) x 4.1..:,...~; F(x) ~~;... 
,,)JyCJ!IJ.) .,).J) 0:~; 1;0T Jl...:>l (:} t; ~I..Jiu'" ,;~,;. __ ~ ~,)l..ai .r-;.;...~ t:-j_Ji (:j ti 

C:!t; 4>T J,) w ~W !.Sl:!: ... l~ ,..:,... ... 1 )~ L1 .)!If. ~lAi 4.J. J,) Jl..:>l ~li .JiolU 

• ..:,.. ... I J-p.-;1...\i. 4 .J!I.J1 J[..:,...l (:} t; ;1..\A.. ~tAi ~~:~;,) • ..:.. ... I~ !,.SI;b t:-jy 
.,).J.,:.u .. 0..:.-'; .;.ol ~~~ ~""" ,J..J; JS:..:. ... ! 4~1/ l~ 

:jl ~!..::..;~ ~~ CJ!.J: .. "'" ~ ..li;b c.s'""l> ...:....: .. .a.l C!j..J; (;ji..J; ji~S,)I.W 
l.f'l;..!..o ;l.lA.o -'~ ..\i I fo. lUi 4) Li,) \...a.i ~" ;"' '~!.),.; '":"'-"" .)1 ·~ .Ji j. ~i.J 
~ .J,) IJ ~!t .. jT ,.,;r' ~ly"'-! . ..:,... .... ! ul..Ji .1- t:}j.J; C:!l; !,.SI;I.) ,..\:.5' '":"~:;I I; 
~I.Ji(.S'"I; c.s;.)~ 1.5~ 'U"'I....I~!I.J1 ~4 ..::..,_$.;;. l~ ~)" li .;~ ~~ ~ ~ .J...r.f..! 

~ J ..:...~ y ._:, .;1' .. ''--:'"i) "'-1 ,.J:S '-:-' l>.:i I I; }~ J ~ J.,) \l. .laA! -t) ~ ~ ~! jti 
,.u.u. ~t..jT .:-5.;. JL.:>-1 (,- p) _, ..:...::i;r Jt,.:,...t p ~l:=:- . .c.:.-Jb J-tl..jT 

F(x) 

o.JA 

O)Y 

oJ'f 

o)'\' 1.-----
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....J 
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...J 
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,~:•-.~:>..;1.>_)~.;! t_S_..':.!.~! ..:...:': ... .~:>1 )I l.f;T jl t.>.>l~; ;:; .,.:....,_,~~ (.S;.>l..ai t.>l.~:> J:':": .. .>JyJ<'• 

~loS~ l;e.i J.J9 ~""..)Joi _ :..s(; Y ,;I ~U.Ji :Ldf' ~_,_;_,; :.s~ l~ ~-'.)Joi :.)1 .J.;i..;_,J ~ •t ,, 

- .Jlo) ~~JJ~ 
• .>b ("~.ll>l_,> Jlj LS"'JJ! .>J'.>-.. iJ"' J..a; .).> J:':.aA; 4.! I.; JJI C.!.)_,; t_y.,..... 

:.>.>.!."-"~' _, .. ' 0) ~ J..ai c.~ I_, .. .,.! J [.. _,;_,c.s~ w J_,;C!-j_,; e-1_,; .).) yJ.> h 4...l tb .. u;l )1 

~~ • .-'~,c)' f.t 
~-,....;! ,.>_,...:.(.5 .. o.)l.> ~\..!.; E(X) ~ .,.') •X .J.:;t .. J.:--~ (.S;.>L:a; _,~;.~ .. .!I! -.s.;,\~) ..l.ti'\ 

: j h.:: ....... I ..:,., .) \~.:. ,....;:.~ .~·1 

" L x;p(xJ = E[X] (rv.Y) 
i= \ 

(.S! .> l..ai _,:~: .. ~.::;-; l:::;- . .J.:) ":-' t;..::; I xI_,;~ J .> \..:;; .;:':;.:.. .6" .J.::.....Il> (.5:>.. ..... _,~.> lA.. l.~:> Xi o~S' 

• .> .>:..1.5' J"" \,.. _,~ j ~b! I ) j I , ~ T (.5...> l!.; ...1.~ I , ...1.J. l! .t:__. .J-~: 

E[X] = J-: xf(x )dx (YA·Y) 

·..:,......I J.>l..:> . ..-!j t_S\.:.<tk.! I-' 'b J a ..:...: l! .>I ...I..:. I i W· t_Sijk! :\ ·t' ~.a!i 

E(aX +b)= aE(X) +b 

E(aX +bY)= aE(X)+bE(Y) 

( y '\. Y) 

(fo.y) 

. ...;;-f ~~l.a; _yj.;.o )I ~! u 'I.S.::,~..I '-'~e~f 
(.5"! t; ~:.,;,(~.) ...1.:-:-·1 :(.S;.>L.a; _,:':~:. (.S...;.t!-' ...1.:': .. 1 ~~...,t ..... ~t~ ;._! ..:... ... , 0 >.. ..... •~.S.>-'1_,.. .).> 

..:.. ... ~a.! j!) t.St~.,.!:z! '-'.)I ,..;;.~-.J'.-; ~:., ,..:...ll> w!l.;~ JS' ,...~....:.t! }:; ...~.__. .:,T .)I g .J.>~ 
:~Tc.> .. 

E[g(X)] = L ·g(x)p(x) ...1....:.4 a.:_S X }'I (f,.Y) 
% 

E[g(X)].=f: g(x)!(x)dx ' .J....:.t!a.: .... _,:~X _ _..$'1 (fY·Y) 

J>...:..~-! ,(.S;.>t..a; _,:':;.:.. 4 c-tn· ,;,JU-!r' ~~ ... l .... •.>JI.> .>..\..:.. ~.Sl>1>.>..:!-''G' J..) (.5...,\.,:. ..:...ll,.. 

.(..:..~I ...s~-..\~ )#'" ~\:-- .:;l ... Jo .JJI -'Jl:.:..S') . ...:... ... ! n;;?' t.Sijl"-! E(X") 

.; ... ~ ... s.;; '" 

F(x)=P(X<x)= I~oof(y)dy (Y y.y) 

..}~ e\> \-~ t::)}> t:~\> j! c-'lA:..,I ~ .:;1_,;(.5 .. 1.; .J.,.l~~ 4 t_,iJ Jl...:>l 
• ,..~JT ..:,.. ... ,"'1 ...:: ... .,~ (.59.>t"'; ~;.:.. 

P(a~X~b)=F(b)-F(a)= Iabf(y)dy (n''·Y) 

..:..:--L.. L
1 

_,!1_,! ,..t.;.l! b J a ~...1..:- J.:l c,j:! (.59.>l.ai _,.;.:.. _,l..t~ .. <~.~i JL.;....I ,~IJ J.> 

~I_, 0~1. '_,'?..! .> ._:, _,b .) I . (f. 'I' J,.<..!>) ..:,.. ... I .U..., t; ,j:.JO J.> LSll'?..::;- (:! l_; LS~>-:.. ..1! j 

":-' \>.;; I I _, a ...1.:; t .. c.>..a:....:.. .. _, I ...\A .. lQ:i .> , a.:..._,~~ LS; .> l.,a; .Jd<=-.. ..!.l! ~~ I J l ... :,.. I , ( y f. y ) 

~~ ,..:,.....I .)A.,p l! ..Ill.;! ,.J.:') 

P(X =a)= f_aa f(x)dx = o (n'·Y) 

<~.).>I.> .:;t.;.; .:;l_,;u .. ,4.~:; J.> 

P(X <a) =P(X~a) (Y~·Y) 

.r.l f. '-$! l'?..::;- t! t_; (.5:>.~ .. ,.1!) ...:...> t_ .. •( 'I' f. Y) J (' ' • 'I') !$lP>4.h! I.)"-! ~ _,; 4 ,L . ..P 

'-5:....! '.>.J! ...I.J1>1.>> ..!.l! 4 

J_: f(x)dx =' (Yf'·Y) 

f(x) 

01 •" 
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a" 
/(a, h)=aaah F(a, h) ("'1\·Y) 

4-itfl~ I,J yi.)L..ai ~ jt Jl~ ~l; iJI.J..J'-S" ,~i.,; Jl~~ ~l; jl O.)lA:...I ~-~· 
.).? ~b... 

fx(x)= 1: /(x. y)dy (fo.Y) 

'.:-l.t..J C.ro~ lfiTri_,. ~~~t; I.S'"d;Y J X ui.)!,a; .Jio=. .. J::. f'·f Jl:.o 
·~":---b... I.J Fr(y) . .J.!.J~)ill;;, 

f(x, y) ={:J'(x-y)e-<•+» 

.. ~ 
o<x<oo, o<y<x 

, .:....;~lflld ).) 

/r(y)= J:c,,f(x, y)dx= ~~=f(x, y)dx+ ~~f(x. y)dx 

J ~i_,. ul~ ~Li '~' ,;..~.,!" y jl x ;I.J.V iJ.,~ ,J.,; .:..A.:. JJI Jl}~::;l .J.) 

'\J.) ~ ~ .?."~ ~ .?." ~.r-~11 fo"l jlc..r! . ..:.-1 .Ji.:. !! .J! I J! Jl)~:il .;I.J..C .. ~ .J.) 

~ T u'" ~::.4! J.; ~:; 

/r(Y)= 'fy 

JiM• J~r... ~~ ~ .J ~.A.o~ 
• .J.::S"J.¥ lfii ::..J.,.- ;.) J.j ~1.; .}1 ,J,;..l;c.s .. Ji:'-1.; E" J E, .J...l.:.~ J.) 

P(E,Ey)=P(E,)P(Ey) (f\.Y) 

<>lA~ ~ ~- ~1.)1~6 .J.::..• JA:-.a c,si.J.J¥!1).) Y J X c.s;.)~ .r.!<= .. J.) ''-:":l ~,;r-.J>4t 
:.J.,.!.~ J.)~ J.j ~I.; B J A ~.)JP-

P{XeA, YeB}=P{XeA}P{YeB} ('fY·Y) 

,~l.)t:al,. y J x ~.).J.P J..)lA,. rt.; <SUI~ ~.)Y,f.S" ~iJ J_,; ~!I.; jl 'iJ.IJ!l:! 

F(x, y) =F x(x)Fr(Y) 

P(x, y)=Px(x)Pr(Y) 

(f"'·Y) 

(f'f·Y) 

..W ~P y.o 

,.j~ll41 ~· ~ l~;f,J 

:;:,.>:.4.5" ._:.,!.;',; J!j c:.ro~ ,t_};:,l,pj .)!;.;.,. ~! ~\~)'' 

var(X)= E[(X -E[X])"] (f"'·Y) 

.~: ... (,$~ ~~ ,j:~l:~4! ~_; I; (,$;;:, !..:; J~ .. J.~t£,. J .J.::>IJ; 45" ~lc..s..,.p.l:. u-i4JIJ 
,;:,;Jl .;......;:,4! J!) ~I; .)I ::.yu·· I; u-i4;1J olJ.J~<>; 45"::.1::. !)l.:.i !)lyc,s"' 

var (X)= E[X"]- ( E[X]) '< (f'f·Y) 

.. 
fl_,i' ~)j' ~!li' ,_,.. 

._:.,!J,.;J!.) C:J:."': 4-;T {'f,.,S {J.J,.,S ~!li ~ 'J.J...r.:-'<..!./8;::. I; y J X J;:,l.ai ,r.!t:.O J> 

.;:,yc,s"' 

F(X, Y)=P(X<x. Y<y) (ro.y) 

• .:,.....,I ~ _\,. , .J.:A:! J l.ii I .J..o L!.~ _,.),;A> .S:::! I J t..:..-1 J .,; .:;:... .; ~"' .; .) 
c:,t.:...i.,;C:!,;.,.; C:!t; .)1 c:,l_,.;c..s .. I; c..s;~l.ai ~~J~ 0!1 .)1 ~IJ.S" yo (::}jY c!li 

1.; c:,T '.;~!;:, J::.L.a; ~~ CJ~J!::.tu 4...-~ ~ .;.,.1:.:.- w!' ~~f. .::..;JT ..:,....,)~ 
'~~ ~!~ ·~jt...c.s~ }lc,st 

Fx(x) = P[X < x, Y <ooJ = lim F(x, y) = F(x. oo) 
,.-= 

(r~. Y) 

·~l; ~l~i ~t),i J .:,.. ... I '(,$!4-:i4-! 'X t:-).Ji ~l; ~JR.' Fx(x) ,J.,; .:...;~ ;;:, 
• .)yc,s"' 

J.:il.o 'ii .; J ts;_ .... t' Li .!1 ,.J,.;.t, 4:... ..... Jli:i ;:,; ._ ... J;:,l..::i .;•~ J;:, ~.>oil.:.:--.., ., . - . ..,... ..; ~ - . . 
J;:, 0_!1 .;:.~t.a.. 4s:;!, J~l ,.:....;.,.,.,,:,!1 .;;:, .;:,)l ... c.s"' ~ 1.; 4;T ~~J f(x. y) 

• ::..,:.!..$' ~l...,. .;:.) 4.61 1.; jl ,;:,.,:. '":" t;..:;l t...r=~ .. ~_,-....)I ~ 

P{(x. Y)ec}= J·.f t(x. y)dxdy (fV·Y) 
(.>:,,.)eC 

.~T c..s .. .:.... ... ;:,~ .:...;,...., c,:...,.~ :r.f 4;T \i.,r C:.;.,r e:;1Lr ,,,:..16- 0~1 ;::. 

F(a. b)=P(X~a. Y<h) (rA·Y) 

.~JJT .:....-::.4! \i_,; t!).J; e-lr )I ~l>i.s" ;:! 1.; ~i.,; c..sl~ C:!t' 'J~;:, ~Ji, jl 
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• ..l::S"' ~[.,. .. .J!j ..s~:ll> ):J 1.) ''-' t; ... ~ ~ .... ):J ... ~.:. v 
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1..\l .JJb J_,~J .)-::..:. J:J '-'l;IJ.,.. ~T ... ~~ ;li::- .J~ 4S' ,.:,....I 

P(E) = o.JfJ 

~==; ~J.>!.;:.:.u:s.! ,..~ .. t~~0!1 :,::.....\,~>!fr:o ,~\>t.~''~~~~\)\t'}.~\\! ·'";" 

..::.,.;~0!1 . .:.. ..... IP(E!F) 47""t""' .. ,....:.,J.A,0!1.;1 ~ ·r:,.~r..s" ~l.:.; F \1 1.) ''-:-'t;.;! 0:1JI 
{"'~:_ .. ~t,.. .. ·t".JJT .:... .. ~ "-! (tJo.Y) 4611; jl o~lA:..-1 ~ l_! J i.:~:_. t'!;r.,;u .. I; 

• ~_,.:.~, ~.-1 ;.; c ... .:.a., 
P(EjF) =P(o .. lil..:i4 ~t .. .JT 1~ ;, ~ ~..~.oi ...:..:. J~ ~ ..!.1!) 

= '-P(•..Iil....:;l:o J.!l .. jT JJ ..... .;~ ~==; ~..~.oi ..!a..:.) 

= '-o.JYfJ=o.>VtJ 

. .:....:.1~ ~..,.,_,,.:. 'r::),~lA:....I (¥'A-Y) <~~I.J )I r="'-'.;..1 ~·t::

P(EF)=P(JJI '":-'l;..r. .)~ o~S: .... ~..t .. T .;:.:. .;! .1.1 ... .:. .. 'J:.:. J~ Jil-l>- ~.l .. T) 
~ r • - • ' -= P(.;>-~~'":-' t; .;! J~ jlu"!Ji l..l ... .r.~::; ~..l..ol .;:.:. ...; l..P1<~1 '":-' t; ...:0 ::' Jl~ ~..1..1 .;:.:. ) 
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A 

P(F) = P(.)~ '":-'l;...: 0::'11 4~:=; ~.l .. T .;~.:.) 

= O.){J 

J 

(~o.Y) ~I.)~ l.il 

P(EIF) = o;y~ 
~~J.: 4 "-":"}'I'"":-' J ....All ".,;_,_; .:.,.!\,... J~ .)~ ,~_,;u .. o.lAl!..o w .>_,1:.~\.A 
.JI} I.S"'.>J. ~.)_,.. ( '-:-'t; .;! ...,... .;, .. '!.:. 1~ Jil-l>- ~..~.oi ~.) "'!) J)"'! ~ J ~ 
j:i o..~.oi.::.-J~ ~t:; ,...:.,....1 ..:..JlA:.. .:.Jl~J,) ~~;~ .),.._,.. ..:..~~I.J?. ,~ ... l.r.:; . .;f 

.~; ~L.s:e 
Jl.:...l"! t.S_;:... .;-• ~~I vP} "! . .lilo..s..:. r=-:"" ~! JJIJ t.S_r... JJ ~·f J~ 
"":"t-. J..i ~b."""' J.) 1.; ,E .l.o~: 'I.Sr.:. .. J.) .;A ~.)Y. J..; .. Jt...:~l ,..\.:,~ J..;.A o;f' 

• .J.:-5 
uil.PI ..::...~~~ ~ ~J~ .~1 

....... 4t)Oi• yy.' 

f(x, Y)=fx(x)f~(y) ('f~· Y) 

J 

~ ..... 
(Vf'·Y) E(XY) .. E(X)E(Y) 

45;~l.:!i ~ .J~ ~ lt,;I.JJS" 

. t;$ u .. ...).uu ;...) r....r-"'1 I; Y J X ubl.,a; .;:it: .. J~ ...,-il!;IJ_,S"' 
. . . 

cov (X, Y) = E[(X- E[X])(Y- E[Y])] ( 'fV· Y) 

=~I~~~~_,;~ )~i J-j JS':.:..r.! I; J.,; 46!1) 

cc,v (X~ Y) = E(XY)- E(X)~(Y) (¥'.A·Y) 

.,r.l.;! ...,-;l!.;IJ.,S"' ;\..\,4,. \jA:_. ~Jl~ ,r..it: .. J~ ~;y ;~ ,~_,.:.u'"·o..\Al!... <~s-' ;.,k~t.A 
. .:-I)~ t1 

~~l.:!i. ~ .J; t.~~ I.)"; lt,;I.J 
• ..1.:5'" l.S .. J..\~ -~~~~~ ftj 46! 1.; ,...,. ~~; 

' . 
var (X+Y) =var (X).+var(Y)+Y cov (X, Y) (!,,:,~) 
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P(ElF) = P(E !:'l 
P(F) 

(oo.y) 

( 'f ' . y) ~~I; J~b ,..s.:.:. ~ J~-.. J _,; ..l..ol..!.:: JJ "-';'; l:::- ,~_,.:,u'" o..l.A l.!..o ~-~ .J .,!..~ l...Ao 
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J~..;!l ~ r~:S" '-> .. ,_.;,) ·r:A>-''-5 .. .:,L:.; y ~ .J.;.J:.(..S ... uiJ ..:..;::.!...., 0~ .. _,~ )~ ~:5'1; (.fjtl~, 1 

I; X C::'·j.J;~e::l; • ..\::-A A.~ J A., c,Sl..l>.): .. l.;~ l! J .:,.J ... I.J! C::!j.J; c.$1)1~ (..S;~l..al J~. 
• ....\~) '":"' \...> '..:., ... I X+ Y = n o~S:::, I .) I '-SA> t;' 'I I , 

("!;I~ ,..\.::.-~~> j4:-.. Y J X 45:::! IJ.; ~ ,; 4 J ('f. y) 4.k; I; jl o~ l.i:,..., I l1 :_j., 

P{X=k, X+Y=n} 
P{X=k!X+Y=n}-- P{X+Y=n} 

P{X=k, Y=n-k} 
- P{X+Y=n} 

P{X=k}P{Y=n-k} 

P{X+Y -n} 

.:, .J""I J! (:! j J; c.S 1,; I ~ ;~; 0 J"" I J; C::! .) _,; l; '-.Sb L.a; .):;.;.,. J ~ t J ... ":<'" t>.S" f"~; I ~ '-5,. '-S; )" j I 

0!1.); l.:; .~_,~ ..\II> I J>- ( lA> f.a 1,; l; t.J.._,_,. l; ,;! I.J; (.5yAI.) ~ ~) 

P{X= kiX +Y =n} =e-X,;\~ e-'A 'A~-k [e-(X,+Xd(A., +A.~)"]~' 
kl (n-k)l nl 

nl A,kA_n-k 
\ ~ 

- (n-k)lkl (>-., +>--y)" 

= (n)( >-., )k ( Ay r-k 
k ). . _J_ }._ l __L._ ). 

~ c.S ld.l.~J~ (:!..)_,; c.SI; I~ ,X+ y = n w~.J~ i Jh .. l1 ,X (.$;~ L.ar .)~;.:.. ,, :-:i .); 0!...\1 

-~.J! ..\~1_,,.:. >-.J (A.,+>--~) J n c.S~ pl;l' 

r~ '· ~~ ~ .... ~~ .. 1 

'":"'l>.::il I; yx; l.a ~..:...;1..\A.. Y J..:.;t,.c.S~~'-5;~ [.,aj .J~ .. "'~ I.J;..bJ .J!. .. ,X ~~!.J~,.I 
~_r. ~ .. 1 ,..w,4 4:._$ Y !o.S" (.$:ll>;~ .~_,.:.'-> .. o~l~ .:_,L.:.; E(XIY=y) JS:::.d.: ,...~..:) 

=~.):5' ~ .... t ..... ..;!;; c.).:.o1,; '.J~~ ~~t..a; ~:.. ~ ..;:l::i .:_,1_,;(.5 .. I; 

E(XIY=y)= 1:xP(X=xiY=y) 
"' 

(Of·Y) 

.::.JJl ..:.. .... ::.~ J.j ~I; jl iJI.J;u,. 1.; ~~..\!'"I ,..w,t1 4:.....,.~ y 45' ~ b-;~ 

.;... ~,Ui Y't 

P( E) = ( o ; f' )( o; 9') = o; r 9' 

(F ..l.al!.~;) ..:.....I ~r c.SY..:... 0 ::lJI ~~~ .:;-ib l1 ·'";"' 

P(EIF) = P(EF) 
P(F) 

P(EF) = P( c.S .;:..:... 0~ Jl 0::._,: ::. .J'" ~:~ J ..sJ::.. .. J~ .),. iJ~J! ::.J .. ) 

P(c.Sr!..c J.) .)/16 .:,~_,,.).)A)= o.)fy 

P(F) = o;Y. 

J 

d,~j ;::. 

P(EjF)= o;9' 

( G ..\A l.!=!) ..:., .... I ~ .J'" c.S _;..:..,. J~ j I '->>.,_ J; l-1> "'~ l 0:..; 1::. ~ ·~ 

P(EIG) = P(EG) 
P(G) 

P(EG)= o;fr 

P(G)= \ -P(c.S.;:.!.a J~ .;A> iJ~J! iJ.})= \- oJ\9'= oJA'f 

oJff f 
P(EIG) =-=-= oJ'ff 

oJA'f V 

~.)) 

(oo.y) d.k;IJ ,.A:.:.l~ o..l.!> iJl!! u;~l..ai .J::it: .. '-:"'->J! IA..\Al~ 4-:5" ,_;;_,..,;::. 
:::. J.:, u'" iJ l:! .J! j c.S l~ .) I u>.... ~ J ..:,. .... i ;:"".No iJ l:~..A 

P(X=xlY=y) 
P(X=x, Y=y) 

P(Y=y) 

P(X<xiY=y)= P(X<x. Y=y) 
P(Y=y) 

(0\·Y) 

(I)Y ·Y) 

( ..\.!>l~; )--" ~ .J! I r. .J-5' ~_;. .. J .J; .:..oAP J> ;::. ~~ I.J! .1. J .J!.o) 

::.1..\NJ X l! I; .A;_,.;.!$" u·=~ .. ::.;IJ JJI..:..;::.l .... ;::. 45' 4il!~ ::.I.W V·f Jl:.o 



'I' v .::."~.'14;; .. 1 .:! ..S;J~ 

o~LA:.....IE(X) ~~ ..... t""' .. ..::...f~ J,.,; ~..a.; jl .JIJ:! o~S::~I LSI.;! '~J.;,!..S,. o~I~L.! .. o~.S"' _;~.b.:, I.,~, 

t:,~jJ; t! t; .:YJI ,c.)'~.;~ IJ.:<:! Y J.:.i 1 .. LS~I~J.~ !..S;~t.,Q; .r.;.;,,. .JI,.,:1 o~.S"' ..::... ... 1 i j':i ':!iJ'' 

.J..;, t, ~>..!, .. •E( X I y = y) 1..5: .. ~ ,y J X 0:':1 1..55::...! I J ~~I_; t:';; t; '" \"\I 

.JT '":"'\; .;! t; y _;~ .;:;, .J..I...T J l..,::>-1 ... s- '..\".;:<:5:: )<:; _;~ I_; L>I"'S::.., A·t' Jlt~ 
N .;-?I • .t"T ..::,.....v~o~.; .;:.;, 0:':l Jl t; !":':;,$"' 1..5 .. '":"' l; .;; _;~li.:,T I_; .,_s::..,w~ I .~,.,.;,1..5 .. ~} I' 

.J.::S' '":"' l~>- IJ E(N) ,..\.;,\1 .;:':;, 0:':)_,1 t; .,_s::.., ..sL~1 t; J. ~1..1 .. ; ~ 1·~ 
.t~ l: _; _,10:.. ~I LSI J. . !'7.:5' 1..5 .. o~ l~ I E( N) ~ ..... t:>T. .. LSI.;: (~. '!') ~~ IJ .) I :~ ... 

l.S; ~ ~; .;:<:;.,:.. t1 .:, T ~~ 1.) 1..55:; _,S:o; r~ _, .:, T t~) _,; r:::,: t; !"!:> .,.s- '~ .;5' 1..5; .;'" .. L>J.~ .t~ ,}~~ • 
.;~)c_.;;.41 ,~t;.;! 0:':lJI 4::-~:,· ,..1~..1.~ !..S;~t..::t; .;:<:;.: .. .;~1 .J...!.l: iJl ... ,N 1..5;~ ,__.!::; ~J~~· 

-~J.;,!..S'" 4:! J~ ).1; .JD 

{

I ,J..;,t1 .;~ ~l; ;~ 0:<:1-'1 ~:,:'::;.;~I 
Y= 

o , ~ l1 .1> ~ L; .;! 0:<;l Jl ~~~; .;~I 

p ~ t; .;! y~ ;~ J:':.;, .:_,J. .. T J t...: ... l 4.(:~ I 0j .;~ .;!::; J.) t1 J (~~.'I') 4k1 I J _;~!, '0~ I;!\;! 

: r-~) 1.) '..\..:.II 

E(N)=E(NjY= I)P(Y= I)+E(NjY= o)P(Y= o) 

=pE(NjY= 1)+(1 -p)E(Niy=o) 

4) ..:....,I 1..5~(•1.1 

E(NjY= 1)= 1 

I ••[ y . ••I· • I• II' •. <", . .-, 'j[ 
'..:,..JJ4'0~ .).) ....... ! • = 0 LS""~ '""'-"'·~· .)~""'":"";. 0:':·-'·~':":':"' o\~ "":':"~ ...r J~ :>-

.):':lJI jl ..1...1 ij':l L>lt-1 l;.;! .::IJ...r 0:<:5:;~ .. ,.,t; __ ,S:~.tS::~ )I J~:.:.. .. tf:lrJ.! .t.S::~I.o.1 "'~.J; t1 

1..5:"! • .),.,: ..1.~1,.,..:. E(N) t, .;!IJ. '"-:"'t;J! 

E(NIY=o)= 1+E(N) 

E(N) = p+( I- p)[ I +E'(N)] 

E(N)=-
1 
p 

... ~:; ),j 

tl, 

..;.,..t~p; 'I'Y 

f "' xf(x, y)dx 
E(Xl Y ::= Y) ::=;;__:-co----! -=f(x, y) dx 

(~~- '1') 

. ..~::s- 4~ ... t""' .• 1) E(X 1 y = y) J:> .).;, ~~:': .. 1 '("".'I') J t! .. )~ V· r Jl~ 
J l:.. ~:'::;) I o ~ LA: ... I \1 _, •· j~ "-: • j~ ..:... J J~"-: .;-5'..:... J J~ L> .;:':S:l 1.;5::; I ) ! '-"! : j.,. 

,J,~T 1..5'" ..:;... ... ~.,, .;~) LSJL; ,J.J; 

E(XIY=y)=y+Y 

~~La.i' .l~i.:;..Q ~~.I,S~l~ • .J ..,\~(~b-..o.)~ 1.51;, ~ Jl.c.:.:.>f 4.5/. .)~~ y.'( 
1..5;.) l.,Q; .;~;.,: .. .!.l~ j I o.) LA: ... I l1 .:, I _,; 1..5 .. ,~u ~; .;~ .i~; t: .. I ~-· ) >~·~ E (X) ~\:..a .} I 

• .) 1.) i l::-; I l.> LSI .,_~..,t~ ~>; J·~) 4~..a; 1!.1...) "-! J y ~l:i l,. .J~~ > 

:..::... ... 1 .JI).r. o;l_,~ .J~jLSUt.o~.l.1 1J f·t' 4~~; 

E[X] = L E{XIY = y}P{Y = y} ,.t~l: .,_.__~ Y .;~I • ...;.II (00·'1') 
,. 

E[X] = J:= E[X!Y = y]/v(y)dy ,J.~t, ~:...,.,:';~ Y }I-~ (OY· '1') 

...;.1:;.;.. ... ..::...l t... .Jl~ ,~:; ,;.) .J.~l1 o~.=--~ l_~ .\:...,.,~~ J.~;l,.,;u .. Y J X:~~\ 
J X ~.)l...t:U .)'}-... J>;~~> t$' ..\~..1$-! }aU> l;u:ll ... ,..,;,., .. ; ~.SI.r. .J.:.i~ JtArl ...:,.......! ;:;S::...,. 

=~,.,.;,~ ..:...t;1 J.) J~"'= J_,; lla!l; ,..:....)_,4' 0~' .)~ .J,~~ .o.:-S y 

L E[X!Y = y]P{Y = y} = LL xP{X = -~IY = y}P{Y = y} 
,. y "' 

= LL x P{X=x, Y=y} P{Y=y} 
,. "' P{Y=y} 

= LLxP{X=x. Y=y} 
y "' 

= L x L P{X=x, Y=y} 
X y 

= L xP{X=x} 
"' 

=E[X]. 



y~ .::.o~to.;;..I;!..SJJ.JA 

t=-~· ~ ~~IJ .. J5' .:.I..W l.S.:..~) ..W.l! n< \ ~ 4":';!:::- J$' ..:,....,I l.S~..t.~ ,J.,; ~61 1; .~, 
,)~.J ,...~.:.:.4 0.),;~ ..:,..;t~).) ..:.. .. o~>- t.SJ~ ~~ 0::~1 ~[(..1 '(..t..!.l/ t.S_;:..!. .. '~ jl i!~·· 
o.;'f Jl...::o-1~ ,..:,....,I o-1.!. .:..JI.J J$' t.S.;:.!. .. J"' o r~l.:.l.S .. ,..t...,!.\1 n > \ ~.;f I ,t..J ,,:,JI,\, 

(::.!jY .!!! \1 '~!I.;/ \.:1 • ..:.. ... lo::;J~ ..:,..;\!.).) ..:...-..t.>- o.)~ Jl ... : ... I4/.J '•::J.;~ ..:,..;[!.).) ~~·••I· 
..:,.....,lk::::: \ ~J P= o.)'f ~~.)::;.I.~ 'f"'!.;b .)~.J..)"" t.,S14J,..~ t• 

{

(n)P"(I -P)"-", ... S::.::_If. l..J.;.!...n>k 
P{X=kiN=n}= k 

o, ~If. .bJ? n<k 

C.!j.J; t.SI.;I.:. N .,s:,;!l ~;_}):; .;::; l1 .J (~o.y) ~I;.;::; J.,; .;....;~ l.S;U~!l::"' l, 
4~.:..,.:.(.5 .. .t.:>:<iJ ,..:.-1 ~., ... 1,!1 

P{X=k} = ~ (~) pk(\ -P)"-"e-"AA" 
n=lr k nl 

= ~ nl (APY(A(I -P))"-"e-"A 
n=k (n-k)lkl n! 

= e-"A(AP)" I; (A( 1 -P))"-" 
kl n-k (n- k)l 

=e-"A (AP)" ~ (A( I ~P))' 
kl i=o zl 

=e-dAP)" e"A<\-P> 
kl 

=e-AP(AP)k 
kl 

. ..:... .... ! (AP ='f)~-::~;~~ ~., .... 1Y. C!j_; t.Sl.;l.:. X'~::=;.;;, 
'~ 4 1J. .J A t.S t~ J:..l.; ~ 11 (.5! t...; (.S;.:. I~; t.S t.Qo ..;-::;.:.. y .J X ~; t.:::- \ \ • r J U.O 

• ..t.-:;:~.t.~ .... t... .. 1.; P(X <y) Jl ... :,.,l 

..t...l.!.:! Jl ... :...l ,..1..:.4 X=x ~S:::!I.f.} l~ '(~A·Y) ~1.; jl o.:.Li: ... l 4 :~:... 
.~ l.S .. ~: ... 6... I; (X<Y) 

P(X <Y) = ~~ P(X <YIX = x)f(x) dx 

~~;l:ii YA 

.Mll.;...J ~ J~' 4.-,b-..o ..)~· ~ r. Jl.c.:o.>f ~ utr /...'( 
•·••• .. . '-!$ ~ J· 

j I o.:.l.i-:....1 ~-~ ~ r.,r (.S. 'J..!.l! ~>.. .... ..)~ l_! .;~.,.:..) .lo-A \.4.~ ....L.?, ~~».:.:-... ~ ... \:... .. 4~ l:::-
r.:;::::- J! j ~~ J:k J , J:> ..;.:. ..1.-:;.o I "-! .1...t~ ..; .. t.S l!fJ41 1.; .t.-::~.:. , J:> J.:. J t...: ... l t.S lA41 I; 

• .:.1.:. \l:::-i I 1.; t.SI~ .... t,..,.. 

:..:.. ... I .; I} Jl o;l., ... ~~o J!j t.S l~~o.t.61 1.; f'· t' ~-!.a§ 

P(A)= L P(AlY=y)P(Y=y) ,.~..:.t~ .t.:--f Y }'1 .0.11 (OV·Y) 
y 

P(A) = J:"" P(AjY = y)/(y) dy ,..w,t~ ... : ... ...t-::! Y }I ·'-:-' (~A· Y) 

=r.~ l.S .. ~..;,.;..;:)C..;.:.~~.~ I; X l.S;::;t.,a; ..;-:;": .. :~\.,t\ 

{ 

\ ~..t.:li-:;! J llir I A J~ I 
X= 

o, ..J..:Ii~; Jt.irl A } I 

: j I ..;,.......I .;... .; l~"" X er.,~; l: .. , .} ::; ~; ..;:;.: .. r.:,:~; 1: .. ....;."! J"; J~b o~,) ..:.. .... I u-&! ..\1 

E(X)=P(A) 

: t! ; I:; l.Sk ..;.:. ..1~ .. 1 ....:S..u.U ~ , ..;~.:. ._:, ..;k j I 

E(XIY=y) = 2:xP(X=xJY =y)=P(X= \ IY=y)=P(AIY=y) 
z 

c~~·"> 

:::;.J.:.l.S' ..:..1IJ .;!j C..;..,!."-1 ~:...:U .y.l •(O~·Y) .J (~1\·'1') t.SlA>ot~l.; jt o.)\A: ... I ~ 

P(A)=E(X)= L E(XlY=y)P(Y=y)= L P(AIY=y)P(Y=y) 
r r 

d.:. ~; ..;:;.-... , ...~.:5 (.S .. ..... ~ 1 ..) .. r=~... ..!.l! "-~ j J) ..;"' 45' (.$! t,~ r.:. .. .) 1..1.,.; q,.,. J u.o 
J o.)9' Jt...: ... l ~ t.Sr.!. .. ..;"' • ..:,.. ... 1 j).) .).) ..sJ:.:. .. '0 ~~ ~~l: .. J ~.,....~.,~ C.!j.J; ~ 
J~:,..l .::;.,:.(.$. c.;L>- ,.:-= .... jl J ,._:,~ .. .:., .. ..t.>- ..:,..;tu:; jl d"!_r. .. f-t ... jl J~ 

~..:...~ •J.:il. .. ! ..:,.. .. ..t.,.:. ,.:...;~.;.:. t.,SIJI t.SJ;.:. .. \~ ~.!. .. jJ; .!!! .;.:. o~S:::!t 
'.:r.,l..;! ~ • ("=-' li l.S'" X IJ J.:i t .. (.S.. ..:,.. .. o~,.:. ..:,..; lu ::; t.S I ..;! "-~ (.S! ti! ..;:.!... .) I..L~r : ~ 

~"! '~J:. Jl ... : ... l jl 'r:-4:-.. 4:..,l>o .. ..s~ .t.! • ..:,.....I P(X= \0) 4: .. t>o .. ,~~.1!_. Jl_;.... 

(.S! til. J:.:... .:. I .IN 'N l.S; ::; ~; .;~;.:.. j I u _,~.. .y. I t.S I ..;! • r-::~ (.5' o.:. LA:.... I '( ~ A . y ) 4h! IJ 

''-:":; ..;; r.J! I "-! • ::; .J.! l.S' o~.:; ..;f o!l .. ) , o~;:) l.S.. o~ .. ~ I .;.. j J.; .; ::; <~~ 

00 

P(x= \~)= L: P(X= 'o!N=n)P(N=n) (yo .y) 
n=\u 



"' \ .::.~ l.o.u-1 ;! ..S;J ~ 

P(A)= oJVO 

(o.;~)(o.;vo) 

P(AjB)= (o;~)(o.;Vo)+{o.;'f)(o;y~) 
YV 

"'' 

~~~~~ ~l ~ 

.;.JI.;.::.F ..\1~ ~ u· \ o,t' 

:J,.:.c..sA ~.T'; .Jd c.JJ.ot1 t .J!-'t~ iw ..sl..il-t1 'c..s;,t...a; ..r.:;.~,. .!!~ )}\.:~ ~>"' tl'' 

Mx(t)=E[e 1x] 

{
4 euP(x) ,J...!ol1 <\::-3' X .JS'I 

- •oo (,;or. Y) j -ooetX /(y) dx ,..w.l1 ...:: .. ~X .JS'I 

• ..:.. .. I A .J:"IA J .:,.J .. 1_,~ C.!j.J; ~ c..s;Jt.a; ..s.J~;.:.. X otS"" ~S"" ._;.) '' ·r j~ 
:~ T c..s .. ..:... .... ,41 .J! j c.~ ~ c..s;-' l...::i .Ji':... iJ!I .)J t~S' ..l.ly e:;1ll 

= "" (A)" = (A e)n 
Mx(t)= L e1"p(n)= L e 1"e-~----=e-~ L ___ t?__=e-~e~" 1 

n=o n~o fl/ X=o nf ' 

= e~(el-\) 

OQ 

~.JS' .;l>~ '..::....I x=Ae 1 .:,T .;_, -t_$"' 'e"'= L x"fnl <.Sy-" .k-1 ,J.J; 4611.; ;~) 
n=o 

.(..:... .... 1 •·M' 
p. .J~ .. ~.)~ _, c..s!t...; c!_;.J; t-1 y J,t.a; ~·~ .. .;Jt~.:.S' J.l_,,.e-L; ,r.r Jlto 

! .)I ..:.......1 .:_.;l:P 

! = !"" A Mr(t)= e'Y/(y)dy= e'Yp.e-P.rdy=---
-oo -= A-t 

• ..:... ... 1 J_, I.,.. t <P. .J! J lA.. J.; y J" ..bA; J _,; 461 I J 

ji.,L.i~l ~ otS"' .::.. ... 1 tY-1 ,.~,~,.t;c..s" JJl:.!.S' ..l.ly C!t; I.; Mx(t) .0::!1 ~I.::....!&. 

.J.;JT ..:,......,_,~ I.; c..sbl..ai .J~;.;,. <.>lA.;Jl:.!.S'il•; .:,IYc..s" .;,'f 
t: li ('ln.;:.:." L! .;li.J! 'E(X") ~ ,X c..s;,t..a; .;!;.;." ~\ n )}~ O·f ~ 

. ..:.. .. I t = o c.> I.) I~ c..s;" l.,Q; .J!~:,. .:, T .;J t:.;.$' .JJ .JA 

~ ~.}'i \"o 

J.._r ~ ,...:,....-1 X ~.,t,p; .;':!<:...it y 0-'.J! fS' ;;1 Jl .. ~t ,p(X <YIX =x) i# 
,~IJ.~ • .l...!ot! ~!." x .;\.I.A .. ~1 

P[X <Y\X = x] = P[Y>x] = p.e-"" 

e.l.l'l ..:,...oJ"-! Y ,}-'~ .J~ .J-'-'1 c..s!t..; d'} .it o.)l..i:...1 4 ,J_,; ~ 1; .;->-l ..:.. .. J 
~)) • .;:....ol 

P(X <Y) = ~~ (e-""')(Xe-A") dx 

X 
P(X<Y)=X+p. 

t! 

(f'\·Y} 

,r.! JJ-O} ~., 
:J }' 0~ .J!) .:..Jy~J.~ .:,t_,; if 1J ~ .;..!> Jl .. :co-1 JJ"} 

P(A\B) P(A\B) _ P(B\A)P(A) 
P(B) P(B) 

!J Yc..s" ~ •( 0 0. Y) ~ 1; .) I OJ tA: .. I 4 

P(A\B) == P(B[A)P(A)+P(BIA•)P(A•) 
(f'y.y) 

'JJI .~ JiS' ;, • .,_,_:.c..s"~!.J; o~ ;\5' JJ J.) ~,.,;t,.:.;\S' .:..':l_,.,Q_. ,o.r Jlt.. 
.J:S I..S .. ..;~> .)J I..\.J\:...1 t-! 4i T .l...pJ) 'f o .kA; ~ J) .~;IS' ;~ J L.o;~}\S' .I...,:>J) 1\ o 

o.l..!. J.1 y JJI otS' .)~ .):> J ~I ot::" L! ,J:S ~; J.)I.J .. i\:....1 4 ':1~..\:o--\J.!.l~ ~;~ 
• ..:.......! ('JJ olS' ;~~_,;_;!I_;! ot .... JJI otS' J~ .1.:!_,; .:,1j:~ t$ c..s" .}>} Y..:,......l 

=ti-S'" I..S" ~_)Ai I; .Jtj c.>lA.I.Ifl..:.~~ :::y... 
:.1.;l! o~ ~~;1 ~ oJ} .)1 ':J\5' ·A 

.J.:S' ..;=~~=j ~) I.JJ t: ... t ~ ':}IS' • B 

otilS'I~ t.; (f'Y .y) ~1; c.>l;-~1 . ..:,.....! P(A\B) ~ ... b... ja; .)J.J-" 41!-o ~1.r.t~ 
:r~;JT r.s" ..:,.. .... .)"! 

P(B\A) = oJ\ 

P(B[A•)= o.J't 



rr .:.'Yl~t ;! ~SJ;Jr 

' var (Y) = E( Y")- [ E(Y)]" = A" 

'::.t)~t:;))> e.'-> ~~;JT ..:... .... .).J..1 'JJI:.!.f .llye:_1 li~IAI.).;1 ;1) ,;;~.;ioJ....r- )1
4
-•., 

t _,...,.. (j. j _,; (::_!li) .,) _,:, 1..5"" ~_&A.~~:; .;d ~; j I 4._) , ..:,.. .. I -0~ ~::. '-~ ~~.~, • 
. ( ~ _,f u .. y J X (::_!j _,; (::_! I_,; J.~~~ r,.. ~~I 1.; y J X JA:.... ub L,.v .;~A:.~ • I 

~ .;! 1;. y J X JA=-- <.i,) l..ai .;-}<:A J~ t..J~ .) J l::.!S' ..u.,A (::.11; ~.,.. ~· 
u~ ,..:,....,\~iT .J,) ;Jl:.:.f .lly (::.11_,; y.;...;.J.,ol .. 

Mx+Y(t) = Mx(t)My(t) (~~·Y) -
&.}.) L..ai ~ IAI.;:;.;. .. ~,) -'1 JA=-A ...:....~!,:. J .)) l:.:.f .ll y (::_! li ~! .),.; '-"' t...l f. =~ '-:t \ 

'j"'!-;b y J ,\' 

Mx+Y(t)=E[e'<X+Y>] = E[e'x·e'Y] = E(e'x)E(e'Y) 

= Mx(t)·My(t) 

.;:it~ J.) ,;;! I _?I . ..l!~ .)z.i .J,) I; y J X JA:-.o ~.) ~; .J~ J,) 'O·f' J~ 

.,_) ,z C::,!j_,; C::,!li '...l.:..!.l1 'A" J 'A, ~LA .J: .. IJ!: L; ~-""'IY. (::_!j_,i ~I.; I.) ubl..a¥ 

.~;J T ..:,... .... .)~ 1.; ,..:.....I u;,) L..:v .;.j<:A J.),:;! I t._, .. ~,. 
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.;,I;, .;,l.:.; •.. J Tor J Tor t.>lf. 1J ..::..:.,..t> 0~~~~ 
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iJ I_,; IS" lfll> .; I~~;_, .. .;~ I; ~.)""! _,; l.. t_y· J ~ , .: ... ~ w _,); l.o t.> LAo r.:-i.) ~.; _,...; ~ 
iJl.A t.>IJ I~ ~~.,:.~~~~ iJl.!i P(t) ~ _, o~li .;f.lf" l.)"!.}lo 45' ,~T j I ~ ~~ f u; JIA 

,p,i(t) '4.J"'t_,il.. Uf.l ~ J1> • .:;......I ..:-.$ w _,) ;l.. t.>lAo~..iJ~ JlA.:il 4,)"'t_,;l.. ~ * 
u"! li~_,.,.:. 4,)"'t_,il.. ~I ,~_,;01.1~ .~It .;J..l.o.)~ j ~ i jl ~ .;l.iS' Jl..:>-1 WJM 

·~~ .al_,> t _,:..l.;~jl 

....... 4t )Oi 1\ 'f 

..l':J..p u .. ;i ~ iJl ... ..i4 w_,s- .;L... tSlA·J~..i 4JT "! ~~~ ~~J).~-- .:-S 
T ;~~,..\.::-A w_,) ;l.. ~I) jl ~l> .:.J l> ,~J~ .:,loJ~ ~JS'.;lo ~l$11o~J 

• .:-1 4:-3 iJ¥ 'I"'~ ..::.J I> ,X(t) u.)_,:.'-5'" .._,;. j l..l ,~1•:...~ t _,:..I.;~ 
.;~ JaA; ~-.:..! L> ,r.::!U ._s- .)Y.u'" .._,;.) ,4:.-.$ iJl..j L! w_,f .;l.. t.>lAoJ~..iJ.) 

l.!... ~ ..:..ll> 4.1> _,.-yo tS l.fi 1.;~ .l:z.A; ~I 4 J) ~ r-~ 4.5"" .:... J _,~ 4.6-_,.-yo t.> l.fi I 
.ul..li~.,~J u~~J~ ~ ,4:...~ iJl....i 4 w_,S' .;l.. t.>lAoJ:f!-ij;~4s-Jl>.).) l(:lJ:.U'" 

• .J:S _,:~ .&:oJ yo.).) ...\ii.Yu-- r=-~ ..::.J ~> ,.,~.).) J 

) ot:... ~ iJl.oj l~ w_,f .;l.o: ~j I; { X(t) 'I;;,?: o} w_,S' ;l.o ~I} • ..;,_~ 
~I; t J s J~~lA .. ~W tSI..il~ .}I ,..\:..liu-" (•:...~ w_,f .;L... t.>lAo~j .;L,a:,.:.l"! 

:-l:.l! J I} f. ;..i 

P[X(t+s)=jiX(s)=i, X(u)=x(u), u<s] 

=P[X(t+s) =jiX(s) =i] 

(YA·'f) 

. ..\:..li U'" ,;;.~ 1.; w _,S" .;l.. :~ j W .J~ 01. I ,..u,l! s .)I JA=-" J} 461 I; .} I 

J i J~~w ~l...; tSI..il4~ ,~.) ~ l>4! -.:..! l> o.!l~jl f-~ JlA:i I JL..:,..I ,.J.~~ .::..JJl-fll.t 
:...\~T u ... ~ ... .)4! Jd 4k! l.;.il t J j 

P,i(t) =P[X(t+s) = JIX(s) = i] = P[X(t) = JIX( o) = i] (n.'f) 

,J.a! ~~.;~) •·=-··" t .::..J...\.o.J.) j~ i ..:.Jl>jl ,..=-~ ;I.L~ Jl..:>l P,i(t) ~'-:'"i_,; ~.T-14! 
·(~.JI~Au'" \J~ ~~ ~.,S>'v. -sU.,..r.=:->) ·u...,J./.4! l+J 

. ..lJ!>.)'-S'" iJl!.i iJl.oj"-! ~; 1.; iJ.J~li_,~ t.>~ll,.. 4-! ~ ~s-? \.'f ~. 
~<;:...... t.> ~ll> jl ~ ..li 1_,; '-S'" f~ ,iJ l.o..ijl .u:.:oJ J" .).) ,J_,.!.u...o.al.!.... 45' ;.,kiJl.A 

.:,.....\.o • .J.S U'" ;jg J~.) -.:..!I>~ ~..)"";"" J ._j,; _,:... i,)...\.o ~ ,..:,..ll> yoJ~ • ..t;) "":" t>.;:; I I; 
. ~ .. I c}.) l..ai t.>? ..:..ll> yoJ.) ._j,; _,; iJ t.. j 

IJt.J ,..:,.....I ot:...~ iJl..j ~ w.f' .;l.. :.J~j 4. ,iJ_,...IY. ~I) J~~>, ,,f J~ 
jl JA=-.o '(s+t) li (s) Jl.o..i tt~t;.;~ u..l..-l.!.!'! ~I..UU ,JA::_.. J..!.; ~...,\:.:. IJ"'L...IJ! 

(.;:."~ (YO.·'f) ~I.J ,~1) ~~.;~ . ..1-ile..l..!. ~;IJ s ~~,J l; .s' ..:,.....I u!lf~;.:.... ~I..UU 
:~.J! ..\II> I_,> J!.j 

,...\:. ~ j ;;,?: i .} I 

. . . . (Xt)i-• 
P;i(t) = P[t vl•.; .:,.....\.o;J l!b.J.A~ ~1..\.oU =] -l] = e- A' (j _ i)l 

• ..l:.l!}<i}l 

P,i(t)= o 
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\\ .i§ .Jlo ~l.bo~) 

4ta! 1.; I.S~ ~ ,r-:? I.S.r-~A::.A r, ~ ..:...~ (t<r. ~) ~b1 1 ;) 1 .J r "';_,; .::.. t~t-.;,) 
· .,)_,,:,1.5' o..kzoli «C-K -'r~ 4l,)lRA)J <IS'",J.~T uA ..:.,.....,).s.1 ,;~) 41:1 I; (\"'V•V') 

dP(t) = Q. P(t) 
dt (\"'A·V) 

..:...~ olS" .r.,...;;,) ~J W),;)".;'b Jl::.·.),) ~ .s.)" ~.r.:~ pJ,) I,; u~IA \f•f Jlto 
J u!t..,;C~)_,i ~ c},)L.a; I.S,;'!;.;,A t.J!,:,l..U!I ,;'(; iJL.o).;:....I.A r.S"' 1..5" J' j . ..:;......IJ,\•" 

0~l..,;.Q..., 4.1:2~1,;,) }'I . ..:.,.. .... 1 p. _,:..l,;t~ t1 u!t ... ;t!.)_,; I.SI.;I,)j~;.r-...... ; ..:.o..I.AJ A. ,;:..I'~~,· 

~..:.,.. ... 1,;~ ,..~..:.\! iJ,) ~ ,;'b Jt....,;,) )!i t = \ 0 4.1:2...! J,) .0::~ I JL..::...I ,...~..:. 4 ,;'b JJ~· · 

V"'!.;i[A . ..;... ... I (Y) ,r-...,.; Jl>.),) J ( \) ,;'(;.s.1 J_,;..:... ..:...! l>J,) ~SI;I;:, J"':_'!"' :~ 

(

dP 11 (t) 
dt 

dP-: 1(t) 
dt 

:..:... ... 1 ,;~.) IS I;~ I IS I,; I;:, r=~ ... U! I ,; I .iS'!!,_;,;,,.! 

q,~="A q~, = JL 

q" =-A 9n. -p. 

lfC 

dP,"f(t) J 
dt Q -A. A. P11 (t) P,'((t) 

= · P(t) = 
dP,(t) [ p. -I'][ P"(t) P,(t) 

dt 

df!._"(~)_= -A[p\\(t)- p'(,(t)] 
dt 

dp'r,(t) =p.[p
11

(t)- Pn(t)] 

\,. 

r:-::S"' ~ t ... ~ rlbl! _, '-:-' ..).;, }\,;;:, 1.; u .. _,;:,_, p. ,;;:, I; ,)JI 

dp11 (t) +"A dpn(t) = 
0 

JL dt dt 

s "" : t! ,;.. u .. J I ,;s;.~ll 

JLp11 (t)+"Ap'( 1(t) =C 

<(.,~:; .),)J c = JL ,.s.S"',) _,.:. uA a.~:=:· p'(, ( o) = o _, p,, ( o) = , ,.s.~ _,l.k! 1.).:..s.~ ~ J;· 1 .• 

P;i(t, +t ") = 'L,P;k(t 1 )Pki(t~) 
k 

....;...~p \A 

H''·f~ 

(\"'0·'1") 

=~¥\ 

P;/t, +t") = P[X(t, +t") = JIX( o) =i] = 'L,P[X(t, +t") = Jl 
k 

X(t,)=k, X(o)=i]P[X(t,)=kjX(o)=i] 

d.>) ;t.. ..:...:.,p[,.:. ..;~ '.;~!;:, ....:,)".)1 

P[X(rd~t'~)=JIX(t,)k, X(o)=i]= 

P[X(t, +t'~) = jjX(t,) = k] =Pkj(t") 

P[X(t,) = k!X( o) = i] =P;k(t,) 

0~lbJ 

:..:....:. _,; ;:i J!.) J-<.:. o1.1 J u~} l .. ..::.,. ,; _,.,.p.s.1 iJ I_,; uA I,; C-K :U;:, [,.,. 

P(t, +t'() = P(t,) X P(t'() (\"'~·\") 

_,_r. _, -'.J4- oY~~.o P(t) ~br.c~ &.,pi 

1,; Q '}_,......_. J ... ~,;;:, ~I .,),;Jl ..:.,......,)~ P(t) .)1 1,; Q iJIJ-;u-' •(\"''1"-~) ~I,;~ 
,..:.,..,.:.[... l.)"'l;...:. .. iJI _,; ~ ~ _,).) t .. 0 .r.:.,; J.) t:,.:. l.....s.l J., _,!,;A ..::.,. ~~L>I d t...l.)! J US",) t...~ 
..:.o.;J,;.P d.lJ . ..:... ... I ,:f-. ..r.f ~ J~ J"!4:_. .;_,.b~ P(t) iJ::>;JT ..:;,. .... ;:,~ cull....,;,) 

hJ..,A 1,; (fr·~) 41!1,;,;'b<.J~I i\.,;I~SI,;~ .,)_,.:. <~: ... t~ Q jl o,)lA:...I 4 P(t) .s.),).)l,) 
:,)_,.:.1.5' ~ ~ '~ IS.r.:~'A:.:..... t'r <~! ...::..:-; ~)>jl ,;5"1 .~.J~!J12;,;,) 

()P(t,+t") =P(t )aP(t") 
ar'( ' · at'( 

4b1 1.; ~ ~ .~"'!:) 1.5' '-:" t;..:;1 t ,;~I.;! 1.; 1, _, ,;4 .... ~ .)! 1 .;! 1.; t" .;IJ.aA ,J_,; 41::~ U,;,) 

C,)_,.:...SA4.~ 'f"!J~!.).I2;,;,) ~ 1,; (\"''f-~) 

dP(t) = P(t). Q 
dt 

(\"'V·'f) 

• ..:......I i y·•y C-K _,,r~ oY~~ it;~ J.,; ~~.)~,) ..:.o '},)t..... o~: .... ,) 
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\of ..;,r .JI• .sl~~>o.J~~) 

-'f 'f 0 'f 

y -r r 
Q=: 

0 'f -I\ tJ 

0 r r -f 

.;! .:, C..;.!.J..! ( 'f r. 'f) J ( 'f y . 'f ) c.> lt:adz! 1;.:, 1 o.) 1.1: ... 1 l1 o .;-:::>:<_,..:, .)! 1 c.> 1 .r. c..>..l,.. c.> lli><~L1 1 ,1 

,.)->.!.1..5 .. J..~ ... ll)d 

['1T, '17~ '1Tr '1T'f]Q = o 

l. ,, 

- 'f'1T \ + \''17~ = 0 

Y'7T,- r'1T~+'f'1Tr+r'1T'f= o 

r''1T, -I\'1T~+r'1T'f = o ('ftJ· ~) 

Y'7T, + '1T"+tJ'1Tr- f'1T'f = o 

'17, + '17"+ '1Tr+ '1T'f = \ 

;'6' .;,~I c..>l.;1 ·r-uJT ..:., ... .)~ ;:.! I..Sl.) l~ ..:..o 'Y.) t.. .. j 1 o.) l.i: ... 1 l--! r!".l->;1..5'" I; J_,; ..:..o 'Y.)l~~ 
,..:.....! ..:..ll...;4=;- c..>l.;l.)o~·j 0!1 iJ.J"; ·ri') 1..5 .. r ... ; I;.U!.....o 0!1 .!.~AT .;1.)_,...; I..\.~,, I 
.k_,!J'" .;~.)l.A.. . .:.....I ..;:...ll... 4 ._:,.;A" o.;~ .;"' J..) ..:... ... lo.;~ ;~ c.SI;I.) ;:i .;.~,:,.T ;I.)J .. ' 

..:..o'hl ..... ..:.. ... I o~ o.)l.) iJl.:.;;b_,...; c..>J; ;~; .;~!.) • .:..ll...J..! ..:..ll....;J~>.J1 ;1.iS'&~AT~! 
=r~Yt..S .. ,(..:...ll,..) •.;~ .;t:a c..>l.;! 1; 1..5!.)\"' 

r 

:\ ..:..ll... 

(Y+Y)7T,, \ dl... .)1 c:_J.,;>~ J.,Y..J'"J..:lw 

.;...~_,J::ii \oY 

J 

L1Tj =' ('fY·'f) 

:.:lb 0l.:.; 01_,; 1..5 .. J!) (,)""'!_,; l .. ?~ I; ( 'f \.'f) 4.6! 1.) 

[7T,,'7T~,······]Q=o ('fr'·'f) 

i ..:..ll...;.:l f-:"" 4$"' ..:.....1 iJl..j jl c,S..l.P;.:l ..j.;,. .. '1Ti J .)l.i~ .!.~AT V"'!.;;l.. Q l:>:<;!l.).:l 

,.J.i l .. I..S .. 

~w\.::o- ~ !.9,; tl~b.o ~~..;! ~~ ,;f~_,.c:, )f c~lA:...,f 

$ ,..:.J t:. .. .;A c..>1.;1 .,);JT ..:., ... .)<~! j-:;i .;.LT ;I.)_, ... ; o.!.IS 11 01 _,; 1..5 .. I; ( 'f \.'f) ~ 1,; 

:l"oJT 1..5'".;.) .;!j J~..t<~! I;..;_,~ ~ba!U ,; 

1T;qu = L1TNi; , i = \, Y' · · • • 
j =i=i 

q;;=- L,qij 
i=i=i 

L1T;q;j = L.1Tjqji 
i=i=i j=i=i 

<\) l"'!il.:li..S'" l .. 1 

4>-.~:u.) .• .. 

('f'f.'f) 

..:.....I.)..:.. ...... ..:..o~~J 4-:Jl,.. 4::~4! i)l ~J.;> .)1.iS'&,:,.T4! .k.>!.; .. -...~..::... ...... ..:..o~~ 

• ..:.....1 ..:..~ J.) ~ .ri' J.p t... 41 ... ~ .;_,. • ..:.....1 i 4! ~:ll,.. .;-! l ... j I ; I .iS' .;.S:.,:,. T 4! .k J! y 

..:..ll...;.) (":-:-"' 0.)Y. J 1...:,...1 r.>.;~!.)J 'q;i '.;~P ..:..I l...o.! ..:...l l... .!.l!jl .JI.iS' .!..~t:aT J _,1 

iJ.:l.JJT..:... ... .:l4! r.>l.;1 ('f\·'f) 4.b!I.J ~141 ~_,;L1 ,4_)..:-, ... lt..S'!..l--! . ..:.. .... 1 m
1 
,j~ .. 

• .)_,1 ..lJbl_,> ..:,.....l.o)I.J.:l"-! J.,J!.; .. ~· p.).Jy ..:..o'YL..:,..I.;!.)IA.. ,..:.. ... I r.5..l,.. .k11J.J 

c.SI.;! .~~~~\J.;: ... \ ~\ )h~)\ \..)\,;...s' ,.,S~ ~\}) t;...\.:...a ,_s\y. '~ .}.;,!1~ 

'{":JI>.)I..S'") lj ~J.~ r.>Jl-.. 1.) ..:...J l,.. .;A r.$.)J.)J J U~J .;> r.>Ut, '1T nqnj tJ ... -:>;<.A)J.Iiz;.._;,! 1 

. .J.~uS' t..S .. ;:; ~.)lAi ~'Y~l.~~.o I; ..:..o'Y.)l .... <l.i_,~ 0!1 

}:i).) I.J ..:.,....IJ!j(._,.:.~ iJT ;I .iS' .!.~AT~..)""'!} t .. 4) 1..5; _,) .Jl .. o .;::>:<-i) ,Y~.f JU.O 
J.!~ 
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• ..::~""'' tJ I q, .)! I .)I 4!.~ ... 1!1 ~:4""' '-;' .); ..!.!! ""="' l~:; I J t...: .... I 45' ~~!!>.) ~ t..:.; \ I ):~~I 

Y..lA.)I.S"' ~0 1,; I.J~ ...;_,),; t.. o..l'!"!"i j o.!.l! X, t! T\ "'-,;J 

-~.r-~! .J.b; ,;.) ..:....:.I.)J. ~ .. 1 n jl J-;i ._j)> .J;) ;)Y':"Y ~- c.>~ui ;)I..W I,; Y, ·( 
I,; .;l.iS' V""!.J;L. ,..:-I..:...:!- '"="'I-"~ 4-5 <.].;_,""' .);) Y..:... ... l w_,) .;t .. o.r-'!';j Y,. L!'l 

-~:-u:l 

4:.iA J_,.b,;;) ~IS"~I <.>I.J! l.,.:.t.ii; .JS u"' "-"""?-I,; u!~ts' 45'-"1,~~~ )a.i,;.) 1,; <.>.;~;( ·~ 
)Its' d;l.i ... ciA .JI!I c.>lf:;l .);) . ...w.t1 tJ l! 'f '"'''I',\ ')""' ,~t_~ J!...:>l t~ ..lil_,;«.$~ 
<.S lA ..:_! .) ;) .l::r.Ai 1,; ~ lS' 45' ..:.. .. I .) -'~"=".. .) ~ I L.l ';) J .)~ u.. ~,):":" t; .u..., [j ')\! .• D .J.:. u.. ~ l~i I 
~l:~JI d,;lA...,,_,~,· '-'~Y ~ts'J ;).JS".,.~I.J .. c.>r!... 4:.il!> J_,l..J;) ~I .,_;...! u!li.w. 

u..i:.. c,S;).J~ y e:lz ... d.i.J .;)~u .. o;)b Ju::o.i Jl~ ~IS' c.r-.. L;jl ~.J ..lil .. u .. .1;.J.4'""~ 
c.>,_,~ y 4~l:::- 4-5" .:......I "-:":':; JI.J! I"-! d.JlA.... ~ t.,.; • ..:,.....I o~ ~t; d,;l.i... c.>L:,.,."-1 

'' _,.:. u .. o;) I J ~,]>._.. .. Jo,; 1.4.... Ji 1-b- ,J..., J. ( .J:...S" 4 \ ) 'I' j I f...S" u; I j~ .. -~~ C.i.a. c.> ~ii.J~ 
f ~I~ l! d,; L.i.... .kA.i .0:::! I I.J:j _j ~;,; J ~ ) ~ ... J. .J:.!.:! ~ 'I' ~ c.>;) .J~ y ~I j:':" l~ 
'd) l.i...j I ..U.! I.J~~.J J~i ,o~,:Ai!> c.>~; 1,;;) lS;).J~ y ~I ;~ .. 4.5" ..l:o:i!>;)~l.:.; ·(.:.. .... I J!~; IS: .. I 

. .:.. ... I w .JS".) t .. ~ .J:':~; j .;... ,; .J"" "-1 

• ~::-! .J~! I.J .j .JS',; L. o .r.:~ j J;) ~ I ,; J.iS' ~! J L. 

,4)' ~!!>;) ~ l..:.; I _};. .... ldJ.) ~ '.!l! 41!-A.).) -~ 

[
~+' p<">= y -y{YP- \)" 

\ ' . y-y ('I' p- \ )" 

\ \ 
y--y-(YP- \)" 

' \ -+-(YP- \)" 'I' y 

jii.H )""' ~1::~4 4.~1 Jl...:>l -~~)a;.J;) P= o.)~ ._,.;.)il! h~ 1,; o.!l! U!-.. ·V 
4.1.... J'" tJjl~.:..iS' jlu-~I.S"'~~ I Y..:... ... l.;~ ,...w, ~ _;""' ~4.~ ~j~ 4.1.... .) .. ~ jii.J:.:..iS' 

,..:,....,1,;~~ ,...W,[!O;).J! yi.P J~_:,~ ~ j>I.)A t_J.).:, .);) <L.<:!J Jl..,::>-1 '.J..:.~).p J~"-! 
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..;.., ~ Jl;j \ 0 \" 

'('ll~ ' \ ..:...l\>4.! .)J)Jd.! 1y / .)!;)l:i .. 
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..r;"'J J.;l~I.S· Ul,..,,;::. d~ •::.J.;J jl ~ ,n o,;l ... ;, !.S;:. .. 1.,;.;_; 'i.Sf.!..o ..!1~ ·r:-:"'::.(.9' 
c.)l> r=-::-" jl s: 0kJ .)::. O.),:.'Yl-! J 4..\~S" I.,SA .;:..A..\> .;:....!l~.)::. 4-! (J,;,.!, Q,. 4l<t ... l.)" 

f-:-: ... J::. Jl Wi.J; ..;L.)..;.,J. .. •Wq,. l! I,;....:;..~.)::. i.S,;:. .. -:r..l .Jll2:;1 ..;t .. j ..:,.,..1 .. • ::.y:,l.!! .. 
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. .;:.......1,;1} .r. t."' ;..I.;~ w~l 0 t~ 

Wq,.=Q,.-S,. (' ·0) 

w,.=s:-s,. (Y·O) 

x,.=s:-Q .. (l"·O) 

W,.=Wq,.+x,. ( \"·0) 

• .;:.....I o.J..:. o::.l::. 0l.!.i \·0 ~.:..);:, ,J_; ~IJ.; 
c.s.l~ r:..- ::.I...W J X ( t) l--! J.j I OJ.,!, f-:... ;:,.) I J t ~l t; 45" 1,; I.S~ ~~ ;~ ::.1 J.~j 
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X(t) = {n: s,. :(t,s .. +,>t} 

X'(t)= {n: s::(r,s:+,>t} 
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(Y·O) 

r~~~~~! N(t) l! t 4bl,;::. I; r=-::-" j>l::. i.Sl~u::... ::.I.W }'I 

N(t) =X(t)-X'(t) (v.o) 
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w). ;1 .::.Y- ~IJ> •N(t) ti"!. ,A.bJ 0!1;::. r=-: ... J>l::. ~.St,u::... ::.IJ...; w.;,.... •t 
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X'(t) J X(t) ~ I.S:i;l ll..,uJ S,. ~ •il n i.S~ ::.J;J 0l_.j ~;~ •X(t) 1.5;~ 

·:lY. ...lAI~ W,. d~! '1"~ ... ,;::. il n !.5.;:!. .. .Jll::;l ..;L.j W.;,.... A.l~li ~~~>;::. 

~~ ,;f~.4 .. 6.;,J~ .J f.;~ 6.;,J~ ,.,.~ 

4 .) !12:; I 0 L...) , r=-~.)::. L&u=:... ::.l.l~; w~; L.:-- R r=-~ ..!..4. 1.5""';.;! OJ...;;. ~.S l.,..) ~ 

I.LlJ ::.,;1::. ,_}-:.\.Qs. ~\... l'j.o.tv> ~ (.5.)~ ~.;::. J (u"" l-t J) r~;::. ~.S_;.:... 

.t.Y.r ~.Sl~ fit... 4.J w~~~ ,t..l .::..;t .)1} r=-~ 1.5!4..),;1 ~.S~ J.~t1 ~~ ~;l_:... 
~,;.,..:... .l>.)l..;t...J 4.5" ~.JA ,lf...:-~.)1 i.S.Jl~,;::. • .:.,....I..;L.jjl c.l'!t; ::.J> ,r.; ~;T~ 

(j 

~~~~.w ~ y.J:::;l=: 

; 1} LS""'.) .;! ::.; .) .. 1.; u..., <> 1,~ r. ft... ~s--<> t.,.4.l:z! I,; J "':" .)~.) ~~ •J.ai w~ 1;::. 

4Jl0f,.J ~If' 4..1 ~~ J .;:......I J::.l,..., ~ 4...,.,. ::.J,JA)::. c.s.lll>~l.) ~~ ·r~::.~ 
.~ I.S .. I.S""',;.;! ~ JyaiJ::. I,; c...f'l.>. <..>4=Jl> .::.;l.li 

.,Jlo) ~ .1. ~~ ~ 1 ..:>~! '-~ 
::.;IJ s,. 0l..);::. i.S_r-. W!'"l n J s~ ,;::. ifJ::. •s, ~t-.. j ,;::. i.S~ ~lJI 4..5" .J.:~ ,.J> j 
~L!.i T,. 4 1,; i' n i.S_r-. J i' (n- \) <..>,;..!. .. ::.JJJ <f.! ~t..j 4,t...,t; .::..J.:.IS" r=~ 

[ T, TT'J _____ r r. -1-w··i-l. 
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uit .. j..::....v <~-;t...;t"-! ..l.i!.;.iS' u .. ~.)~ <~.S'" uit..j ..::....v ~;~ ~ ..:-t.r.l.r. ,.,l;' ,;.is\.~ 

. ...:... .. ! ..:.. .. ..l> ..:..H!J~ J_,.o.:. .. "~ 
rf'.JJ I.SIJ! ,~ ·r:.:S" ~ .foi._:,J...,~t,\zs-\ u...;~,;~~~ ..::..L::I.)I ~:!IJ~ 
4) 1.; uil..j Ja.., _,: ... '~Uu ~..:-~ .,r. • ..U. 4 t ~l...),;.) ~ 4$" ~ ,/} ,t_,.P _, .. ~..\.!. 
\; lf!r.!. .. ,.) ui\,..) JS"" ,~L...I t.)!IJI .r--"\;~ W,~..:.. .... l o..\dl.;.i$' r.J.) I.S_;..:....I!Jo 

:4 ..:.. ... 1.r.IJ1 ,..\ilo..l~il.;.i$' r:~.;.) t ~I 

w, .;~ '-:'J...; .lilo..l..!. r=-~ ~.;I.J ~J t.J!I 1.; .,)'" u!~r.!.A .)l.l.u 

w,.x(t) (\'f·O) 

,.l.:.:S"" u .. ._:,.)..., ~.;~ ~t .. j ...l>IJ .).) l-&!r.!. .. <~-..5" ~t..; ..::.....lA tr~ .. 'J~,) ._:,,;. .JI 

t ~ t; l-&! .J:.!.A <I.S"" u; t...) JS"" '"'~.;.) . ..:... .... ! r=~ .;~ ~ 4 J:!. .. .) I.M; 0:':~; l~ l1 J! I .11 

l: ..:.....I J! I J! ,.lilo.l:i l.;.i.$' f-:"";.'1 

E[N(t)]. t ( \0-0) 

.,)_,..:.u .. ~ ( \ 0·0) J ( \ 'f·O) I.SlA"-k: I; )I 

. X(t) 
~[N(t)]=-1-.W, (\f-·0) 

~ ;IJ (t \; )·"" tl...,t; .).) ) ~ l..j ...l> I.J .),) ,.)'"..:.. ... I u! ~J:.!. .. .)I ..I,.; .k .... _,: .. .J~; \~~ X( t) / t 
• .)_,..:.~ o.l~.oli ~l!f.!..o .)J.)J ~~ '~!J"; '-;--"" J! J ...lilo..U. r=-~ .. 

A= lim X(t) 
l~oo I 

(\V.O) 

41:1 1.; u;"! ,J:~l JJ I 4k11; ci I.J.J.) ,..I;S"" J:-- ...:....! l&:~1 ...:.... .......... 1 t J_$' I ,( \ y. 0) o~,k1 !.;;.) 

. ...l!Tu .. ..:... .... .)"-/ ( \ \ .o) 

'IT,. .J L ~ t4~f; 

~; } )iti ; .) l: .J ..:.,....I r::_~ J.) l+! .J:.!.A~ 1...1...; t.J~i l~.. , ~! .),.; '-:"-"" Jl , L ._~ 1 ... 1 "'~ _,; t1 

!.) JS""""~.,.l....-f.j [.J-:,..,1 I.; L ~1_,;~ 'i.J:~ l~ .. 4~...,[..,.... ulS"" 41:1 I; 

00 00 

L = L n · P ( r-~ .... .J.) I.S..J:.!. .. 11 ~.).J! ) = L n7T,. ( \A·O) 
n=o n=o 

z J~o.A~ jf o~l.i....,f l! L ~l;o..o 

u="! ·r~A.) ~l.:.i P(z) 1: I.; 1.5-l> ..::..."Yt...: .... t z J!..l~ .)S't 

...... ~)ii '\'f 

-~ ~\~ ~ r.>'~~ t)}!l ~\_,!:.~ ~_,i ~ -.s.~))\ ,s\A)~ 
:jl ...lii..::...A" o...l..." ~.SlA;l:""' ,..::.,...vjl;~ J.) f~ u! l:_j.;II.SI.,r. 

~~)\>::. >:~~ >:~ ~~~ :~\~ ~\-=L 
~~)\>:~ >:~ ~>:~ .·,~.l'.!..a :~\~ . . :<; ~ = L ..... •J -..r-- .. q 

..:,.,~ .. )\>:~ >:~~>!I...S~ ~ >~' ~\...) ~~ ~\-=W 
~~)\):~)!I ....:,.~)!I..,S.p.... ,.!.).~ )~\ \.)\...)~~~\a= Wq 

~~)\>:~ >!I~>:~..S~ n ~:~~~~'='IT,. 
"-! (":~ 4S"".)y. ..V.Iy l:....~.SI;b u;;_,..., .J.) J_,; I.SlA;~ 4.$"" ..:.. ... I u+!...l: 

:.)}'~l~ J!j JS::..:."'! ~~_,;~I; J_,; (.5lA.;l:"" 'u...;4; ~~4~ • ...l.... .r. Jl~ 4 

L=lim {EN(t)} (A·O) 
t---+oo 

W=limE (~;.)1.5_;.:....!1! .;lla:il ~t .. ..) ..::....1,.) ( \·0) 
t~oo 

'lT,.=limP,.(t)=limP (t Ut:-..l;.) r=-~).) I.Sr .. n~.).J!) (\o.o) 
l~oo 1---+oo 

• ...li .J.!.~ ~J.; ": l.!.A ~!.).!:."'! ;:; L 9 J W, 

~ ~~;w...l 

,~ t_\z.l:-\ jl o.)Li: .... ,J ~ 4..;:....\.o jl;.) .).) f-~ ~ u!L!j.JI ...sl.~;~ ~ ~.S~4!1.J 
,..v;b u""l> ..:...~I~ .... 4!J.Iiz; ;:. u lA4!1;t.J!I . ..L-~T~..:.. ... ~"-1 'J-!j'-:-~.i.;i"-1 

. ...l::-A J.) l..., ~ .... I.S ~&...:-:"" (' \...; .) j .JA.),) 

L=AW ( \\ ·0) 

Lq =AW9 
(' r.o) 
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( \ f ·0) W=W-f--

q IL 

~ ~ ~ -
.,)'" ..:,.....:.! uil!f.!..t ~.JAll1 .)!..\,.; t.J~i~ t! 'I.SJ:.!... ~l,;.o .!S:::AI._:,J,... A ,J.J; 4k!I.J .;:. 

VA~.)y.~ t: ..}> }""! ',).J..:.u .. oJAl\.!.,. ,.S'" ).J.b~l .. .t. • .JJ·_,..:.u ... f~ ... ~;I.J ~t..j ...l>IJ.J~ 

.):.!.~ ~ 4.):.!. .. .) tliz;;l ~ t..j ..::.....l .. 0 :\S:.; t:.o •=:- fb , .)~.) ..::....) ~~" ~ . ...li J~ ..~~ t: '-:" ... t:: .. w .J 
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~ J .:,~ (:}..)-'_; ~.>IJI.) J J.4: ...... I,. ... , I", I, ~i.)l...a.i ~.>IA.J:':,;::,. .!$' u=J l ... .J,~ 
: .. :: ... .:d.)r:';"!>l_,> ~>.t. ::.\.).~' ()~u J~k ,..1.:..:.1! ~l> ~II> ~.>IJI.)):':i ... JB" J B, 

E(B) 
ph= E(J)+E(B) (Y Y·O) 

J.) r=-=-" i.J.)Y. J_,;..!. .. o;J.) J !.>J~ oJJ.) 0~1: .. ._:, r.o "-:"!; .J;~..! E(B) J E(l) ~ 
• ..l.:. J.~~> I_,.,:.. 4.: ... b... I.S~ 1.S I~ J.) V"' l> I.S 4J J. .. t.>I.J! ~; T J IJ.A..J .J..::...11> .:...J... j I J.) 

._:,.;kjl • ..:.. .. I \-Ph lu!I.J! .;..J. .. jiJ.) J.) f-:':"" I.SJ~ ~J.) ''-:':i.J~~ 
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"'_;_,; ~I,.,.:. ..::.......; '0! I.J! l:, 

E(l) 
710 

E(I)+E(B) 
(n·.o) 

4S.J.Jc fi. ~-.J~ ~·~ 
~ 1\S..::-\ ()\...;;' ...s~>::. r. -3~>>' ...sU.>¥a '' ~ 'r.:·;.~ ~ ~..) J.,k.:,t...A 
'.).J,.:.r..s_.. o.)IA;;...Il$.JJO_;&! ~~ tli-t1 ~~~jl ul~ 0!1 C:,.)i.) C:,l!i t.>I.J! .~...s" )\I; 

:..::..-1 f.j C..r!'"-! c:,T u!.;Ai ~~ 

.:, 1 .. j J.>l J J.) ..:....-..\>. ...:..; ~ J.) t.>I.J! I~ 1.4; J5' 0:':5:.; ~ 

p= C:,t..j J....l_, J.) ..:.. .. J.>4:1Jit.SI.J! ("~ ...:...~_}; J) (n'·O) 

t.>.J~ Jts' ~4 ~J ..:....;.I.Ji.)l!j ~1.4; ,J...:.I1? Jfi p JIJ.Q.. ~.;A 'U!.J"i 0!1 ..;:1-
_?l;~ u""' J_,k ,J...:.I!.J:~.J) p A.':'.JII> ,,_r>.~.J! .J....:...lll>l_,> f:i'i.Jk ~J J.ll>.) t~;l 
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continuous time Markov chain 
imbeded Markov chain 

series 

networks of queue 

queue, waiting line 

utilization factor 

finite capacity 
infinite capacity 

poisson process 
pure birth process 

stochastic process 
Markov process 
hayes' formula 
sample space 

law of large numbers 
central limit theorem 

covariance 

transition rate matrix 
transition matrix 
Markov matrix 
square matrix 
unit matrix 

independent random variables 
countable set 
polya model 
exponential models 
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cmn vox Function 
moment generation Function 

ttpJlroximation 
Erlllngen distribution 
Bernoulli distribution 

poisson distribution 
mnrginal distribution 
II miting distribution 
binomial distribution 
hyper_ exponential distribution 

deterministic distribution 
Gamma distribution 
normal distribution 
exponential distribution 
geometric distribution 
uniform distribution 

customers population 

busy cycle 

ergodic state 
null recurrent state 
positive recurrent state 

steady- state 
absorbing state 
state of the system 

server 
bulk service 

busy period 
waiting time 
inter.arrival time 
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communication of states 

backward equation 
forward aqua tion 
difference equation 
differential equation 

Kolrnogorov equation 
characteristic equation 

mean recurrence time 

aperiodic 
system Discipline 
rate diagram 

variance 

convergence 

homogenous 
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